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Résumé
Nous montrons qu'une suite de sous-ensembles analytiques lisses de dimension s
de la boule unité de Cl, dont la ourbure est ontrlée par le volume, onverge vers
une lamination de dimension s dans un sens faible.
A riterion of loal laminarity for all dimensions
Abstrat
We show that a sequene of smooth analyti subsets of dimension s of the unit ball
of Cl, for whih the urvature is bounded by the volume, onverges to a lamination of
dimension s in a weak sense.
Mots-lefs : ourants, laminarité.
Classiation : 32U40, 32H50.
Introdution
Dans et artile, on s'intéresse à des limites de sous-ensembles analytiques Mn de
dimension s de la boule unité de Cl. La question est de savoir si elles-i ont onservé un
ertain aratère analytique.
Lorsque le volume de Mn est uniformément borné, on sait que 'est le as. En eet,
quitte à extraire une sous-suite, Mn onverge vers un sous-ensemble analytique de B : 'est
le théorème de Bishop (voir [2℄).
Quand le volume n'est plus majoré et que s = 1, l = 2, ette question a été résolue
dans [5℄. Plus préisément, dans et artile on a montré le :
Théorème. Voir [5℄
Soit Cn une suite de ourbes analytiques lisses de la boule unité B de C
2
.
On note An l'aire de Cn, Gn le genre de Cn et on suppose que Tn =
[Cn]
An
onverge vers
un (1, 1)-ourant positif fermé T de B (toujours possible quitte à extraire une sous-suite).
Alors, si Gn = O(An), T est laminaire.
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Un ourant positif de bidimension (1, 1) est laminaire s'il s'érit loalement omme une
intégrale de ourants d'intégration sur une famille de disques disjoints, hors d'un ensemble
négligeable (voir [1℄).
Par ailleurs, les exemples de Wermer (voir [10℄) permettent de onstruire des suites de
ourbes analytiques lisses Cn de la boule unité B dont le genre roît plus vite que l'aire
aussi lentement que l'on veut et pour lesquelles les limites ne ontiennent auun disque
analytique.
Signalons aussi que le théorème préédent est une version loale de résultats de nature
globale dans P2(C) (i.e. où les ourbes Cn n'ont pas de bord) qui sont dus à E. Bedford, M.
Lyubih et J. Smillie (voir [1℄) et R. Dujardin (voir [9℄). Par ailleurs, tous es résultats ont
permis de montrer que ertains ourants issus de la dynamique holomorphe et méromorphe
sont laminaires (voir [1℄, [9℄ et [6℄).
L'objetif de et artile est de traiter le as où les dimensions s et l sont plus grandes.
Pour ela, on remplae tout d'abord la notion de ourants laminaires par elle de ourants
tissés (voir [7℄). Un ourant positif de bidimension (s, s) est tissé s'il s'érit loalement
omme une intégrale de ourants d'intégration sur une famille de boules de dimension s,
hors d'un ensemble négligeable (voir le paragraphe 1 pour plus de détails). Ensuite, on
remplaera la notion de genre par elle d'une ourbure que l'on va dénir maintenant.
On onsidère une suite Mn de sous-ensembles analytiques lisses de dimension s de la
boule unité B de Cl. Dans toute la suite, on onsidèrera Cl omme sous-ensemble de Pl(C)
et on notera G˜(l− s, l) l'ensemble des plans omplexes de dimension l− s dans Pl(C) (voir
par exemple [4℄ p. 165). Les ensembles
M˜n = {(x,D), x ∈Mn, x ∈ D ∈ G˜(l − s, l) et D pas transverse à TxMn}
vivent dans l'espae produit Cl× G˜(l− s, l). C'est par dénition le volume de M˜n que l'on
appellera ourbure de Mn.
Le but de et artile est alors de démontrer le ritère suivant :
Théorème 1. Soit Mn une suite de sous-ensembles analytiques lisses de dimension s de
la boule unité B de Cl.
On suppose que Tn =
[Mn]
Volume(Mn)
onverge vers un ourant positif fermé T de bidi-
mension (s, s) de B (toujours possible quitte à extraire une sous-suite).
Alors, si Volume(M˜n) = O(Volume(Mn)), T est tissé. De plus si s = l − 1 alors T est
laminaire.
Signalons que les exemples préédents de Wermer montrent que e théorème est opti-
mal. Par ailleurs, une version globale du ritère (i.e. dans le as où les Mn n'ont pas de
bord) a été démontrée par T.-C. Dinh dans [7℄. Enn, de même que le ritère de T.-C. Dinh,
notre théorème a pour voation de démontrer que ertains ourants issus de la dynamique
holomorphe et méromorphe sont tissés.
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Voii maintenant le plan de e texte. Après un premier paragraphe onsaré à des
préliminaires, le seond traitera le as d'une suite de ourbes dans Cl (i.e. s = 1 et l
quelonque). Enn, dans le dernier paragraphe, on démontrera le ritère préédent pour
toutes les dimensions de sous-variétés analytiques.
Remeriements : Je remerie T.-C. Dinh pour les disussions frutueuses que nous
avons eues au sujet de et artile, ainsi que pour ses enouragements.
1 Préliminaires
Dans e paragraphe, nous allons rappeler les notions de ourants tissés (voir [7℄) et
ourants laminaires (voir par exemple [1℄, [3℄, [5℄ et [9℄).
Considérons un ouvert Ω de Cl et T un ourant positif de bidimension (s, s).
Dénition 1. Le ourant T est uniformément tissé de dimension s dans Ω si pour tout
x ∈ Supp(T )∩Ω, il existe un polydisque B, un ouvert U de B ontenant x et une onstante
c(B,T ) tels que :
T|U =
∫
Γ∈G
[Γ ∩ U ]dλ(Γ).
Ii G est l'ensemble des sous-ensembles analytiques irrédutibles de dimension s de B de
masse inférieure à c(B,T ) et λ est une mesure sur et espae ompat.
Remarquons qu'a priori les Γ ne sont pas supposés disjoints. Cependant, si pour tous
Γ et Γ′ du support de λ on a Γ ∩ Γ′ = ∅ ou Dimension(Γ ∩ Γ′) = s, on dira que T est
uniformément laminaire de dimension s.
De façon analogue aux ourants laminaires, on peut maintenant dénir :
Dénition 2. Un ourant T est tissé (respetivement laminaire) de dimension s dans Ω
s'il existe une suite d'ouverts Ωi ⊂ Ω ave ||T ||(∂Ωi) = 0 et une suite roissante (Ti)i≥0,
Ti uniformément tissés (respetivement uniformément laminaires) de dimension s dans
Ωi tels que limi→∞ Ti = T .
2 Le as d'une suite de ourbes dans Cl
Considérons une suite Cn de ourbes analytiques lisses de la boule unité de C
l
telle que
le volume de C˜n ⊂ C
l × G˜(l − 1, l) soit borné par O(Volume(Cn)).
L'objetif de e paragraphe est de montrer que les valeurs d'adhérene de
[Cn]
Volume(Cn)
sont tissées (ou laminaires si l = 2).
Voii le plan de la démonstration. Dans un premier paragraphe, nous allons montrer
que le ontrle sur le volume de C˜n implique que∫
Cn
KdV ≥ −O(Volume(Cn)),
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où K est la ourbure de Gauss de Cn. On utilisera pour ela un résultat de R. Langevin
et T. Shifrin (voir [12℄). Dans le seond paragraphe, nous verrons que e ontrle de la
ourbure implique que le genre de Cn est en O(Volume(Cn)) quitte à réduire un peu la
boule B. Enn, en utilisant [5℄, nous en déduirons que les limites de [Cn]
Volume(Cn)
sont tissées
(ou laminaires si l = 2).
2.1 Contrle de la ourbure de Gauss des ourbes Cn
Tout d'abord d'après le théorème 4.3 de [12℄ on sait que
−
1
π
∫
Cn
KdV =
∫
G(l−1,l)
n(Cn,H)dH,
où n(Cn,H) = #{z ∈ Cn, TzCn ⊂ H} (ompté ave multipliité) et G(l−1, l) est l'ensem-
ble des hyperplans de Cl.
Maintenant, si on xe un hyperplan H de Cl (par exemple z1 = 0) alors les hyperplans
anes z1 = a (ave a ∈ C) dérivent une droite L dans G˜(l − 1, l). De plus n(Cn,H)
est le nombre d'intersetion de L ave la projetion de C˜n sur G˜(l − 1, l). Autrement dit∫
G(l−1,l) n(Cn,H)dH est majoré par Volume(C˜n).
En ombinant les relations obtenues, on a don bien∫
Cn
KdV ≥ −O(Volume(Cn)).
2.2 Passage du ontrle de la ourbure à elui du genre
Dans e paragraphe, nous allons montrer la
Proposition 2. Soit C une ourbe lisse de la boule unité B de Cl. On suppose que C n'a
pas de bord dans la boule B et on munit C de la métrique hermitienne induite. Alors, on
a :
Genre(C ∩ ρB) ≤ c(ρ)
(
Volume(C)−
∫
C
KdV
)
pour tout 0 < ρ < 1.
Démonstration. Considérons trois boules onentriques ρB, ρ′B et B (où ρ′ est générique
et stritement ompris entre ρ et 1).
L'idée va être de transformer les omposantes de bord de C ∩ ρ′B en des ourbes
géodésiques par moreaux. On obtiendra ainsi une surfae C˜ à bord géodésique par moreaux.
Le alul du genre de C˜ passera alors par une minoration de χ(C˜) qui sera obtenue par la
formule de Gauss-Bonnet.
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1) Transformation du bord de C
Soit b une omposante de bord de C ∩ ρ′B. Si la longueur de b est inférieure à ǫ
(ǫ << min(1− ρ′, ρ′ − ρ)), on note b˜ la plus petite ourbe dans la lasse d'homotopie de b
(dans C). Cette ourbe b˜ est prohe de b. En eet, en terme d'homologie b˜− b est le bord
de S. Mais si ω désigne la forme kählérienne de Cl, on a ω = dλ dans B d'où :
Aire(S) =
∫
S
ω =
∫
S
dλ =
∫
∂S
λ ≤ ‖λ‖(Longueur(˜b) + Longueur(b)) ≤ 2ǫ‖λ‖,
ar la longueur de b˜ est inférieure à ǫ.
La ourbe b˜ reste don dans un ǫ1/3-voisinage de b par le théorème de Lelong (voir
[13℄). En partiulier b˜ est une géodésique (elle ne touhe pas le bord de B). De plus, en
utilisant de nouveau le théorème de Lelong, on onstate que S reste dans un 2ǫ1/3-voisinage
de ∂ρ′B.
Traitons maintenant le as d'une omposante de bord b de C ∩ ρ′B de longueur au
moins ǫ.
On déoupe b en
[
L
ǫ
]
+ 1 moreaux de longueur inférieure ou égale à ǫ. Fixons une de
es omposantes onnexes. Dans la lasse d'homotopie de ette omposante ave les deux
extrémités xées on hoisit la plus petite ourbe. Comme elle est de longueur inférieure à
ǫ, elle reste dans un ǫ-voisinage de ∂ρ′B et elle est don une géodésique. En reommençant
le proédé ave toutes les omposantes onnexes de b, on obtient des géodésiques qui une
fois réunies forment une ourbe b˜ homotope à b et géodésique par moreaux. Remarquons
que b˜ vit dans un ǫ-voisinage de b et que par les mêmes arguments que préédemment,
si b˜ − b = ∂S, S reste dans un ǫ1/3-voisinage de b (utiliser les arguments pour haque
omposante onnexe du déoupage de b).
Dans la suite, on notera S l'ensemble des sommets qui sont aux extémités des om-
posantes onnexes qui déoupaient les bords de longueur supérieure à ǫ.
Faisons un bilan de e que l'on a fait : à toute omposante de bord b de C ∩ ρ′B, on
a assoié une géodésique b˜ (si la longueur de b était inférieure à ǫ), ou une géodésique par
moreaux b˜ (si la longueur de b était supérieure à ǫ). Le bord de C ∩ ρ′B est homologue à
ette union de géodésiques et géodésiques par moreaux ∪b˜. Enn ∪b˜− ∂(C ∩ ρ′B) est le
bord de quelque hose qui vit dans un 2ǫ1/3-voisinage de ∂ρ′B.
Maintenant, si on déoupe C suivant les ourbes b˜, on obtient un ertain nombre de
omposantes onnexes. On notera C˜ l'union de es omposantes onnexes qui renontrent
C ∩ ρB.
2) Minoration de χ(C˜)
Remarquons tout d'abord que le bord de C˜ est onstitué uniquement de moreaux
des b˜ onstruits préédemment. En eet, si ela n'était pas le as, on pourrait onstruire
une ourbe γ dans la surfae C qui joindrait un point de ρB à un point de ∂B sans
jamais touher un bord b˜ (toute omposante onnexe de C˜ rentre dans ρB). En terme
d'intersetion, on aurait don γ.(∪b˜) = 0. Par ailleurs γ.∂(C ∩ ρ′B) = ±1 (le nombre
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d'intersetion produit par le fait que γ sort de ρ′B est l'opposé de elui produit par le fait
que γ y entre). Pour obtenir une ontradition, il sut de démontrer le :
Lemme 3. Soit γ un hemin de C.
Si a et b sont homologues dans C (a − b = ∂S), et si les extrémités de γ ne sont pas
dans S, on a γ.a = γ.b.
Démonstration. Si γ rentre dans un simplexe de S, il doit en sortir. Mais le nombre d'in-
tersetion produit par le fait d'entrer dans un simplexe est l'opposé de elui produit par le
fait d'en sortir. D'où γ.(a− b) = 0.
Le bord de C˜ est don onstitué uniquement de moreaux géodésiques inlus dans ∪b˜.
En partiulier il est inlus dans un 2ǫ1/3-voisinage de ∂ρ′B.
Pour arriver à estimer χ(C˜), on doit faire une autre remarque sur les ourbes b˜ : si on
se plae sur un moreau lisse onnexe m de ∪b˜ privé des points multiples, on va voir que
C˜ se trouve au plus d'un té de m. En eet dans le as ontraire, on pourrait onstruire
deux ourbes γ1, γ2 sur C˜, qui partent de ρB et qui arrivent haune d'un té de m. En
pertubant un peu la situation, on peut don produire une ourbe γ de C qui joint deux
points de ρB telle que γ. ∪ b˜ = ±1. Mais γ.∂(C ∩ ρ′B) = 0 (ar on sort de ρ′B autant de
fois qu'on y rentre), e qui ontredit le lemme préédent.
Passons maintenant à la minoration de χ(C˜).
La formule de Gauss-Bonnet nous donne :∫
C˜
KdV +
∫
∂C˜
kg = 2πχ(C˜)− 2πχ(∂C˜) +
∑
(β(s)− π)
où kg désigne la ourbure géodésique. La dernière somme est prise sur les sommets du bord
de C˜ et β(s) désigne l'angle intérieur au sommet s.
Remarquons que l'orientation de ∂C˜ n'est plus néessairement la même que elle induite
par l'homologie.
Pour minorer χ(C˜), il faut étudier les sommets s du bord de C˜.
1
er
Cas : s ∈ S (i.e. le sommet est une extrémité d'une omposante onnexe qui dé-
oupait un bord long).
Si la valene de s (i.e. le nombre d'arêtes qui arrivent en s) est égale à 2, alors l'angle
intérieur peut être supérieur à π. Cependant il y a au plus 2ǫLongueur(∂(C ∩ ρ
′B)) tels
sommets.
Si la valene est supérieure à 3 alors elle est au moins 4 et on modie un peu la situation
omme dans le 2
ème
as.
2
ème
Cas : s /∈ S et s est à l'intersetion de plusieurs moreaux de géodésiques (inter-
setion néessairement transverse).
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Dans e as, on a un ertain nombre de seteurs angulaires et par la remarque préé-
dente, la surfae C˜ ne peut pas se trouver dans deux seteurs adjaents. Maintenant, si on
onsidère un seteur angulaire où C˜ se trouve, on le modie omme dans la gure 1.
Fig. 1  Transformation du bord pour un seteur angulaire.
Cette opération ajoute des sommets mais pour haun d'entre eux l'angle intérieur est
inférieur ou égal à π. Grâe à es transformations du bord de C˜, on obtient une nouvelle
surfae C˜ dont le bord est plongé et géodésique par moreaux. Par ailleurs l'angle intérieur
en un sommet du bord de C˜ est toujours inférieur à π sauf pour au plus 2ǫLongueur(∂(C ∩
ρ′B)) d'entre eux. La formule de Gauss-Bonnet nous donne don :∫
C˜
KdV = 2πχ(C˜) +
∑
(β(s)− π)
où la dernière somme est prise sur l'ensemble des sommets s du bord de C˜.
On a don : ∫
C˜
KdV ≤ 2πχ(C˜) +
2π
ǫ
Longueur(∂(C ∩ ρ′B)),
ar β(s) ≤ 2π si s ∈ S. Mais d'une part∫
C˜
KdV ≥
∫
C
KdV
ar K est négative et d'autre part
Longueur(∂(C ∩ ρ′B)) ≤ c(ρ)Volume(C)
si ρ′ est générique par la formule de la oaire (voir par exemple [11℄).
Autrement dit :
χ(C˜) ≥
1
2π
∫
C
KdV − c(ρ)Volume(C).
Pour nir la démonstration, il reste à ontrler le genre de C ∩ ρB grâe à la minoration
de χ(C˜).
On a :
Genre(C ∩ ρB) ≤ Genre(C˜) = Nombre de omposantes onnexes de C˜ −
χ(C˜) + p
2
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où p est le nombre de omposantes de bord de C˜.
Comme les omposantes onnexes de C˜ ont leur bord dans un 2ǫ1/3-voisinage de ∂ρ′B et
qu'elles entrent dans ρB par dénition, elles sont en nombre au plus égal à c(ρ)Volume(C)
en utilisant le théorème de Lelong. Finalement, on a :
Genre(C ∩ ρB) ≤ c(ρ)
(
Volume(C)−
∫
C
KdV
)
,
qui est l'inégalité que l'on voulait démontrer.
2.3 Caratère tissé de la limite
Quitte à extraire une sous-suite
[Cn]
Volume(Cn)
onverge vers un ourant T . Le but de e
paragraphe est de démontrer que T est tissé (ou laminaire si l = 2). Ces notions étant
loales, il sut de le démontrer dans ρB (ave ρ générique ompris entre 0 et 1).
Si on ombine e que l'on a obtenu dans les deux paragraphes préédents on a que le
genre de Cn dans ρB est majoré par O(Volume(Cn)). L'idée maintenant va être d'utiliser
la démonstration de [5℄, an de prouver le aratère tissé de T .
On a deux possibilités. Soit T est nul dans ρB (et le théorème est démontré), soit il
existe D une diretion pour laquelle π∗(T|ρB) 6= 0 (où π est la projetion orthogonale sur
la droite D). Dans toute la suite on se plaera dans e dernier as. Si on quadrille le arré
C ⊂ D, entré en 0, de té 2 en 4k2 arrés égaux, alors dans [5℄, on a démontré que le
nombre de bonnes îles dans Cn ∩ ρB (i.e. graphes au-dessus des arrés du quadrillage) est
minoré par 4k2(1 − ǫk)Sn. Ii Sn est essentiellement le reouvrement moyen de Cn ∩ ρB
au-dessus de C (i.e. Sn =
1
Volume(C)
∫
Cn∩ρB
π∗ω où ω est la forme kählérienne de C). Par
ailleurs ǫk est une suite qui tend lentement vers 0 (et dans e texte toute suite de e type
sera notée ǫk).
Montrons maintenant que T est tissé grâe à la minoration du nombre de bonnes îles.
Soit Tk,n le ourant déni par Tk,n =
1
Volume(Cn)
∑
bonnes îles
[Γ]. Le ourant Tk,n peut
aussi s'érire Tk,n =
∫
[Γ]dνk,n(Γ) où νk,n est une mesure sur l'espae métrique ompat
des graphes au-dessus des arrés du quadrillage.
Si on note Tn =
[Cn∩ρB]
Volume(Cn)
alors on a :∫
Tk,n ∧ π
∗ω ≥ (1− ǫk)
∫
Tn ∧ π
∗ω,
d'où, ∫
(Tn − Tk,n) ∧ π
∗ω ≤ ǫk.
La suite de mesures νk,n onverge vers une mesure νk (quitte à extraire une sous-suite)
e qui implique que Tk,n onverge vers Tk =
∫
[Γ]dνk(Γ) qui est don uniformément tissé
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au-dessus de haque arré du quadrillage (et uniformément laminaire si l = 2). Par ailleurs,
on a toujours l'estimée : ∫
(T|ρB − Tk) ∧ π
∗ω ≤ ǫk,
ave T|ρB − Tk ≥ 0 par onstrution. Si on rane de plus en plus le quadrillage (i.e. si
k augmente), Tk roît vers un ourant T∞ qui est tissé (ou laminaire si l = 2). De plus
T∞ ≤ T|ρB et
∫
(T|ρB − T∞) ∧ π
∗ω ≤ 0.
Maintenant, si on prend une autre diretion D′ générique par rapport à T∞ et telle que
π′∗(T|ρB) 6= 0 (où π
′
désigne la projetion assoiée à D′), on onstruit de même un ourant
T ′∞ ≤ T|ρB qui est supérieur à T∞ et qui vérie
∫
(T|ρB − T
′
∞) ∧ π
′∗ω = 0. En itérant e
proédé on nit par avoir T|ρB = T
′
∞, 'est-à-dire que T est tissé dans ρB (ou laminaire si
l = 2).
3 Le as général
On onsidère ii une suite Mn de sous-ensembles analytiques lisses de dimension s de
la boule unité B de Cl. Par hypothèse le volume de
M˜n = {(x,D), x ∈Mn, x ∈ D ∈ G˜(l − s, l) et D pas transverse à TxMn}
dans Cl × G˜(l − s, l) est ontrlé par O(Volume(Mn)). Quitte à extraire une sous-suite
[Mn]
Volume(Mn)
onverge vers un ourant T et nous voulons démontrer que T est tissé (ou
laminaire si s = l − 1).
Voii l'idée de la preuve. Dans un premier temps nous allons tranher Mn ave des
plans omplexes de dimension l − s + 1. On obtiendra ainsi des ourbes dans Cl. Nous
verrons que la majoration du volume de M˜n impliquera un bon ontrle de la ourbure
des ourbes obtenues. En partiulier, nous pourrons don onstruire beauoup de disques
sur es ourbes en utilisant le paragraphe préédent. Pour onlure il nous restera alors à
utiliser le théorème de N. Sibony et P. M. Wong ([14℄) pour passer des disques à des boules
de dimension s.
3.1 Tranhage de Mn par des plans omplexes de dimension l − s+ 1
Dans e paragraphe, nous allons estimer la ourbure des ourbes Mn ∩ H ave H ∈
G˜(l−s+1, l). On utilisera à plusieurs reprises la formule de la oaire que l'on peut trouver
dans [11℄ page 258.
Commençons par onsidérer l'ensemble
M˜n = {(x,D,H), x ∈Mn, x ∈ D ∈ G˜(l−s, l) et D pas transverse à TxMn, D ⊂ H ∈ G˜(l−s+1, l)}.
Le volume de M˜n étant ontrlé par O(Volume(Mn)) elui de M˜n l'est aussi.
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Maintenant si on note π3 la projetion de C
l×G˜(l−s, l)×G˜(l−s+1, l) sur G˜(l−s+1, l)
et que dH désigne la mesure volume sur G˜(l − s+ 1, l), on a :∫
Volume(M˜n ∩ π
−1
3 (H))dH = O(Volume(Mn))
grâe à la formule de la oaire.
Autrement dit, ∫
Volume((Mn)H)dH = O(Volume(Mn))
où (Mn)H ⊂ C
l × G˜(l − s, l) est déni par :
(Mn)H = {(x,D), x ∈Mn, x ∈ D ∈ G˜(l − s, l), D pas transverse à TxMn et D ⊂ H}.
En partiulier pour H générique Mn ∩H est une ourbe lisse et :
(Mn)H = {(x,D), x ∈Mn ∩H, x ∈ D ∈ G˜(l − s, l), Tx(Mn ∩H) ⊂ D ⊂ H}.
Le volume de (Mn)H est don égal à elui de ˜(Mn ∩H) vu dans C
l−s+1× G˜(l− s, l− s+1)
(on a identié H ave Cl−s+1).
En résumé, quand on tranhe Mn ave des plans omplexes H de dimension l − s+ 1,
on obtient des ourbes Mn ∩H dont les ourbures vérient :∫
Volume( ˜(Mn ∩H))dH = O(Volume(Mn)).
Fixons maintenant un plan omplexe Cs dans Cl et notons G(l− s, l) l'ensemble des plans
omplexes de Cl de dimension l − s qui passent par 0 et G˜(1, s) l'ensemble des droites du
Cs que l'on a xé. L'appliation :
Φ : G˜(1, s)×G(l − s, l) 7→ G˜(l − s+ 1, l)
qui envoie (L,D) sur L+D est dénie sur un ouvert de Zariski de G˜(1, s)×G(l− s, l). En
utilisant alors la formule de la oaire, on a :∫
Volume( ˜(Mn ∩H(L)))dL dD = O(Volume(Mn)),
où dL est la mesure volume sur G˜(1, s), dD elle de G(l − s, l) et H(L) est l'élément de
G˜(l − s+ 1, l) formé à partir de L et D (i.e. H(L) = L+D). Par ailleurs dans l'intégrale
i-dessus, on ne onsidère que les D qui font un angle au moins ǫ ave le Cs xé (de sorte
à être loin de l'ensemble d'indétermination de Φ).
Maintenant, si on xe D ∈ G(l − s, l) générique au sens de la mesure, on a don :∫
Volume( ˜(Mn ∩H(L)))dL = O(Volume(Mn))
pour une innité de n.
Dans la suite, on va utiliser e ontrle de ourbure pour onstruire de bonnes îles sur
les ourbes Mn ∩H(L) au-dessus de la droite L.
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3.2 Constrution des bonnes îles dans les ourbes Mn ∩H(L)
Dans e paragraphe, nous allons donner une version quantiée de e que nous avons fait
dans le paragraphe 2. Dans toute la suite, on xe H(L) (ave L générique) et on identiera
H(L) ave Cl−s+1.
Soit Cn = Mn ∩ H(L). C'est une suite de ourbes analytiques lisses de la boule de
Cl−s+1 obtenue en tranhant B ave H(L). Par ailleurs, on ne onsidèrera ii que les H(L)
qui entrent dans (1− ǫ0)B.
Reprenons e que nous avons fait dans le paragraphe 2. Tout d'abord, en utilisant le
paragraphe 2.1, on a : ∫
Cn
KdV ≥ −πVolume(C˜n).
Ensuite, grâe à la proposition 2, on sait que :
Genre(Cn ∩ (1− ǫ0)B) ≤ c(ǫ0)
(
Volume(Cn)−
∫
Cn
KdV
)
.
Dans toute la suite, nous noterons Gn le genre de Cn ∩ (1− ǫ0)B et Vn le volume de Cn.
Maintenant, on va minorer le nombre de bonnes îles dans Cn∩(1−ǫ0)B au-dessus de L
en fontion de Vn et du volume de C˜n. Notons π la projetion sur L en suivant la diretion
D (du paragraphe préédent). La projetion par π de Cn est inluse dans un arré C de
té 2R (pour un ertain R ∈ N). Si on quadrille e arré C ⊂ L en 4R2k2 arrés égaux
(de taille
1
k ), on a le :
Lemme 4. Le nombre d'îles dans Cn ∩ (1− ǫ0)B au-dessus du quadrillage est minoré par
−
k
ǫ2k
(Gn + Vn) + k
2(1− ǫk)
∫
Cn∩(1−ǫ0−ǫk)B
π∗ω.
Ii ǫk est une suite qui tend vers 0 lentement et ω est la forme kählérienne standard de C.
Démonstration. Elle reprend la preuve de [5℄.
Dans un premier temps, il s'agit de modier un peu la ourbe Cn de sorte à ontrler
la longueur de son bord et le nombre de ses omposantes de bord. Plus préisément, si on
utilise le paragraphe 2.1 de [5℄, on peut transformer Cn∩ (1− ǫ0)B en une ourbe C
∗
n qui a
son bord dans (1− ǫ0− ǫk/2)B, qui oïnide ave Cn sur (1− ǫ0− ǫk)B pour laquelle d'une
part le nombre de omposantes de bord Bn est majoré par
1
ǫ2
k
(Gn + Vn) et d'autre part la
longueur de son bord Ln est majorée par
1
ǫk
Vn (à des onstantes multipliatives près que
l'on oubliera).
Assoié au quadrillage préédent, il y a quatre familles de R2k2 arrés deux à deux
disjoints. Dans la suite, on onsidère une de es familles Q et on pave C − Q en roix
omme dans la gure 2.
Le nombre d'îles au-dessus de Q est lié à la aratéristique d'Euler de C∗n−π
−1(Q). En
eet, si I désigne l'ensemble des îles de π−1(Q)∩C∗n, on a χ(C
∗
n− π
−1(Q)) ≥ χ(C∗n)−#I
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Fig. 2  Pavage en roix. Les arrés font partie de la famille Q. Les roix pavent C −Q.
(enlever une île fait huter la aratéristique d'Euler de 1). On obtient don une minoration
du nombre d'îles par −2Gn−Bn−χ(C
∗
n−π
−1(Q)) ≥ − 1
ǫ2
k
(Gn +Vn)−χ(C
∗
n−π
−1(Q)). Il
reste à majorer χ(C∗n − π
−1(Q)) pour obtenir une minoration du ardinal de I . Pour ela,
on onstruit un graphe où haque sommet représente une omposante onnexe au-dessus
d'une roix, et où l'on met autant d'arêtes entre deux sommets qu'il y a d'ars en ommun
dans le bord des omposantes orrespondantes. Dans toute la suite, on identiera sommets
et omposantes onnexes assoiées. On obtient alors :
χ(C∗n − π
−1(Q)) ≤
∑
sommets
χ(Σ)− nombre d'arêtes
≤ s− a
où s est le nombre de sommets et a le nombre d'arêtes. La ombinaison de ette relation
ave la préédente, nous onduit à une minoration du nombre d'îles au-dessus de Q par
− 1
ǫ2
k
(Gn + Vn) + a− s. Il nous reste don à majorer le nombre de sommets et à minorer le
nombre d'arêtes. Pour ela, la méthode est exatement la même que dans [5℄. Modulo un
petit nettoyage des ourbes C∗n, on a d'une part :
s ≤ R2Sn(C −Q)k
2(1 + ǫk) +
k
ǫk
Ln
où Sn(C − Q) est le reouvrement moyen de C
∗
n au-dessus de C − Q (i.e. Sn(C − Q) =
1
Aire(C−Q)
∫
C∗n∩π
−1(C−Q) π
∗ω), et d'autre part :
a ≥ 2R2k2Sn(C −Q)− hkLn,
où h est une onstante universelle (voir [5℄ pour l'obtention de es inégalités).
On a don trouvé une minoration du nombre d'îles au-dessus de Q en
−
1
ǫ2k
(Gn + Vn) +R
2k2(1− ǫk)Sn(C −Q)−
k
ǫk
Ln,
qui est minoré par
−
k
ǫ2k
(Gn + Vn) +R
2k2(1− ǫk)Sn(C −Q).
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Maintenant, en onsidérant les quatre familles Q de arrés dans le quadrillage initial, on
obtient une minoration du nombre d'îles par :
−
k
ǫ2k
(Gn + Vn) + k
2(1− ǫk)
∫
Cn∩(1−ǫ0−ǫk)B
π∗ω
qui est la minoration herhée.
On peut aussi estimer le nombre d'îles qui ne sont pas ramiées. En eet, grâe à un
argument d'aire, on peut montrer le :
Lemme 5. Le nombre d'îles non ramiées (i.e. bonnes îles) dans Cn∩ (1− ǫ0)B au-dessus
du quadrillage est minoré par
−
k
ǫ2k
(Gn + Vn) + k
2(1− ǫk)
∫
Cn∩(1−ǫ0−ǫk)B
π∗ω − k2
∫
Cn∩((1−ǫ0)B−(1−ǫ0−ǫk)B)
π∗ω.
En ombinant e lemme ave les estimées du début du paragraphe, on obtient alors le :
Lemme 6. Le nombre de bonnes îles dans Cn ∩ (1 − ǫ0)B au-dessus du quadrillage est
minoré par :
−
k
ǫ2k
Volume(C˜n) + k
2(1− ǫk)
∫
Cn∩(1−ǫ0−ǫk)B
π∗ω − k2
∫
Cn∩((1−ǫ0)B−(1−ǫ0−ǫk)B)
π∗ω.
3.3 Démonstration du ritère
Quitte à extraire une sous-suite
[Mn]
Volume(Mn)
onverge vers un ourant T . Le but de
e paragraphe est de démontrer que T est tissé (ou laminaire si s = l − 1). Pour ela il
sut de le démontrer dans (1− ǫ0)B (ave ǫ0 petit). Dans toute la suite, on supposera que
T|(1−ǫ0)B 6= 0 (sinon il n'y a rien à faire) et que (πD)∗T|(1−ǫ0)B 6= 0 (où πD est la projetion
sur le Cs que l'on avait xé en suivant la diretion générique D du paragraphe 3.1).
Rappelons que pour démontrer le ritère, nous allons utiliser le théorème de N. Sibony
et P. M. Wong (voir [14℄). Plus préisément, l'énoné que nous allons utiliser est le (voir
[8℄ ou lemme 3.7 de [7℄) :
Théorème. [14℄
Soit D une famille de droites dans Cs passant par un point a et soit B′ la boule unité
de Cs entrée en a.
Supposons que H2s−2(D) ≥
1
2 où H2s−2 est la mesure volume sur l'ensemble des droites
de Cs qui passent par a. Soit g une fontion qui est holomorphe au voisinage de a ainsi que
sur les droites de D intersetées ave rB′. Alors g se prolonge en une fontion holomorphe
dans la boule crB′ (ii c est indépendante de g et D). De plus, on a :
sup
b∈crB′
|g(b)− g(a)| ≤ sup
b∈D∩rB′
|g(b) − g(a)|.
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Reprenons les notations des paragraphes préédents. Si on onsidère un point x de
Cs et une droite L de G(1, s) (qui est l'ensemble des droites de Cs qui passent par 0),
nous noterons toujours H(x + L) le plan omplexe de dimension l − s + 1 assoié (i.e.
H(x+ L) = x+ L+D).
Notons maintenant m(x,L) le nombre de bonnes îles dans Mn ∩H(x+L) ∩ (1− ǫ0)B
au-dessus du arré S où S ⊂ (x+ L) est le arré de taille 1k entré en x.
Voii le plan de la démonstration. Dans un premier paragraphe, on va minorer
∫
m(x,L)dL dx.
Dans le seond, on verra que la ombinaison de ette minoration ave le théorème de N.
Sibony et P. M. Wong permettra de onstruire beauoup de bonnes îles (de dimension s)
dans les sous-ensembles analytiques Mn. Enn dans le dernier, on démontrera le aratère
tissé de T .
3.3.1 Minoration de
∫
m(x,L)dL dx
Considérons l'appliation Φ : Cs × G(1, s) 7→ G˜(1, s) qui envoie (x,L) sur x + L. En
utilisant la formule de oaire, on a :∫
apJa4(s−1)Φm(x,L)dL dx =
∫ ∫
L
m(y, L(L))dy dL,
où dy est la mesure de Lebesgue sur C et L(L) est la diretion de L.
Le jaobien apJa4(s−1)Φ ne jouera auun rle dans la suite : on pourra don l'oublier.
Nous sommes don ramenés à minorer :∫ ∫
L
m(y, L(L))dy dL.
Pour faire ette minoration, nous allons utiliser les estimées du paragraphe préédent.
Fixons une droite L. L'image de la boule unité B par πD (où πD est le projetion sur
Cs en suivant la diretion D) dans L est inluse dans un arré de longueur 2R (pour un
ertain R ∈ N). Soit maintenant Qk le quadrillage de e arré en 4R
2k2 arrés égaux de
taille
1
k et dy0 la mesure de Lebesgue sur un de es arrés C0. Si y0 est dans C0, on notera
yi(y0) les 4R
2k2 points des arrés du quadrillage qui dans eux-i ont la même position
que y0 dans C0. Ainsi, on a :∫
L
m(y, L(L))dy =
∫
C0
4R2k2∑
i=1
m(yi(y0), L(L))dy0.
Autrement dit, par le lemme 6,
∫
m(x,L)dL dx =
∫ ∫
C0
4R2k2∑
i=1
m(yi(y0), L(L))dy0 dL
≥ (1− ǫk)
k2
k2
∫ (∫
Mn∩H(L)∩(1−ǫ0−ǫk)B
π∗ω
)
dL −
an,k
k2
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ave
an,k =
k
ǫ2k
∫
Volume( ˜Mn ∩H(L))dL+ bn,k,
où
bn,k = k
2
∫ ∫
Mn∩H(L)∩((1−ǫ0)B−(1−ǫ0−ǫk)B)
π∗ω dL.
Dans es expressions, π est la projetion sur L (dans H(L)) induite par D et ω est la forme
volume sur L.
Maintenant, grâe au paragraphe 3.1, on a :∫
Volume( ˜Mn ∩H(L))dL = O(Volume(Mn)).
Autrement dit,∫
m(x,L)dL dx ≥ (1−ǫk)
∫
Volume(π(Mn∩H(L)∩(1−ǫ0−ǫk)B))dL−
1
kǫ2k
O(Volume(Mn))−
bn,k
k2
.
En partiulier, si on note n(y,L) le nombre d'antéédents de y ∈ L par π dansMn∩H(L)∩
(1− ǫ0 − ǫk)B, on a :∫
m(x,L)dL dx ≥ (1− ǫk)
∫ ∫
L
n(y,L)dy dL −
1
kǫ2k
O(Volume(Mn))−
bn,k
k2
,
d'où (toujours en oubliant le jaobien de Φ),∫
m(x,L)dL dx ≥ (1− ǫk)
∫
n(x)dL dx−
1
kǫ2k
O(Volume(Mn))−
bn,k
k2
,
où n(x) est le nombre de relevés du point x dans Mn ∩ (1 − ǫ0 − ǫk)B. Mais si ǫ0 est
susamment générique, alors l'inégalité préédente reste vraie si n(x) est le nombre de
relevés du point x dans Mn ∩ (1− ǫ0)B. Dans toute la suite n(x) désignera ette dernière
quantité. De plus, toujours pare que ǫ0 est susamment générique, on a :
bn,k
k2
≤ ǫk
∫
n(x)dL dx.
En partiulier, omme m(x,L) ≤ n(x) on en déduit que :
0 ≤
∫
(n(x)−m(x,L))dL dx ≤ ǫkVolume(Mn),
ave ǫk qui tend vers 0 lentement.
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3.3.2 Constrution des bonnes îles
Grâe à l'estimée obtenue dans le paragraphe préédent, on va pouvoir utiliser le
théorème de N. Sibony et P. M. Wong. Pour ela soit (n est xé) :
Xk = {x, n(x)(1− ǫ
′
k) ≥ m(x,L) pour un ensemble Σx de L de mesure supérieure à ǫ
′
k}.
Il s'agit de montrer que et ensemble est petit.
Si on reprend l'estimée préédente, on a :
ǫkVolume(Mn) ≥
∫
Xk
∫
Σx
(n(x)−m(x,L))dL dx ≥ ǫ′k
∫
Xk
∫
Σx
n(x)dL dx
Ce qui implique que l'on a une majoration de la forme :∫
Xk
n(x)dx ≤ ǫkVolume(Mn),
pourvu que la suite (ǫ′k)
2
tende vers 0 moins vite que ǫk.
Considérons un point x hors de Xk qui n'est pas dans les valeurs ritiques de πD|Mn.
L'ensemble des droites L pour lesquelles n(x)(1 − ǫ′k) ≤ m(x,L) est de mesure au moins
1 − ǫ′k. Notons x1, · · · , xn(x) les relevés du point x dans Mn ∩ (1 − ǫ0)B. On dira que L
se relève bien en xi s'il existe une bonne île dans Mn ∩ (1 − ǫ0)B qui ontient xi et qui
est au-dessus du arré de taille
1
k entré en x dans x+ L. Comme x n'est pas dans Xk, le
nombre de xi pour lesquels la mesure de L qui se relèvent bien en xi est majoré par
1
2 est
au plus égal à ǫ′kn(x) (à des onstantes multipliatives près). En utilisant maintenant le
théorème de N. Sibony et P. M. Wong, on en déduit que l'on peut onstruire (1− ǫ′k)n(x)
relevés du ube de taille
c
k entré en x dans Mn ∩ (1 − ǫ0)B. La restrition de πD à es
relevés est un biholomorphisme sur le ube de taille
c
k entré en x.
3.3.3 Caratère tissé de la limite
Dans e paragraphe nous allons montrer que la limite T est tissée dans (1− ǫ0)B.
Rappelons que (πD)∗T|(1−ǫ0)B 6= 0 (ar la diretion D est hoisie générique). L'image
de la boule B par la projetion πD sur C
s
est inluse dans le ube C entré en 0 de taille
cR (pour un ertain R ∈ N). Considérons le déoupage de C en ubes de taille c2k . Nous
appellerons bonnes îles les préimages P par πD de es ubes dans Mn ∩ (1 − ǫ0)B pour
lesquelles la restrition de πD à P est un biholomorphisme sur le ube du déoupage qui
lui orrespond. D'après l'estimée sur le volume de Xk et le nombre de branhes inverses
au-dessus d'un point hors de Xk, on peut minorer le nombre de bonnes îles au-dessus du
quadrillage par
(
2k
c
)2s
(1−ǫ′k)(Volume(πD(Mn∩(1−ǫ0)B))−ǫkVolume(Mn)). Maintenant
omme (πD)∗T|(1−ǫ0)B 6= 0, on en déduit que le nombre de bonnes îles est minoré par(
2k
c
)2s
(1− ǫk)Volume(πD(Mn ∩ (1− ǫ0)B)).
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Soit Tk,n le ourant déni par Tk,n =
1
Volume(Mn)
∑
bonnes îles
[Γ]. Le ourant Tk,n peut
aussi s'érire Tk,n =
∫
[Γ]dνk,n(Γ) où νk,n est une mesure sur l'espae métrique ompat
des graphes de dimension s au-dessus des ubes du quadrillage.
Si on note Tn =
[Mn∩(1−ǫ0)B]
Volume(Mn)
alors on a :∫
Tk,n ∧ π
∗
D(ω
s) ≥ (1− ǫk)
∫
Tn ∧ π
∗
D(ω
s),
d'où, ∫
(Tn − Tk,n) ∧ π
∗
D(ω
s) ≤ ǫk.
La suite de mesures νk,n onverge vers une mesure νk (quitte à extraire une sous-suite)
e qui implique que Tk,n onverge vers Tk =
∫
[Γ]dνk(Γ) qui est don uniformément tissé
au-dessus de haque ube du quadrillage (et uniformément laminaire si s = l − 1). Par
ailleurs, on a toujours l'estimée :∫
(T|(1−ǫ0)B − Tk) ∧ π
∗
D(ω
s) ≤ ǫk,
ave T|(1−ǫ0)B − Tk ≥ 0 par onstrution. Si on rane de plus en plus le quadrillage (i.e. si
k augmente), Tk roît vers un ourant T∞ qui est tissé (ou laminaire si s = l− 1). De plus
T∞ ≤ T|(1−ǫ0)B et
∫
(T|(1−ǫ0)B − T∞) ∧ π
∗
D(ω
s) ≤ 0.
Maintenant, si on prend une autre diretion D′ générique par rapport à T∞ et telle que
(πD′)∗(T|(1−ǫ0)B) 6= 0 (où πD′ désigne la projetion assoiée à D
′
), on onstruit de même un
ourant T ′∞ ≤ T|(1−ǫ0)B qui est supérieur à T∞ et qui vérie
∫
(T|(1−ǫ0)B − T
′
∞) ∧ π
∗
D′(ω
s) =
0. En itérant e proédé on nit par avoir T|(1−ǫ0)B = T
′
∞, 'est-à-dire que T est tissé dans
(1− ǫ0)B (ou laminaire si s = l − 1). C'est e que l'on voulait démontrer.
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